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Structures complexes sur les alge`bres de Lie nilpotentes
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Re´sume´
Le but de ce travail est de de´terminer les alge`bres quasi-filiformes, c’est-a`-dire dont le nilindex est
e´gal a` dim(g)− 2, qui posse`dent une structure complexe. Rappelons que le cas filiforme (le nilindex
est e´gal a` dim(g)− 1 est de´ja` connu).
Mots clefs :Structures complexes. Structures complexes ge´ne´ralise´es
1 Structures complexes sur une alge`bre de Lie
Soit g une alge`bre de Lie re´elle de dimension paire.
De´finition 1 Une structure complexe sur g est un endomorphisme line´aire J tel que :
1. J2 = −Id,
2. N(J)(X,Y ) = [J(X), J(Y )]− [X,Y ]− J([J(X), Y ])− J([X, J(Y )]) = 0 ∀X,Y ∈ g
(condition de Nijenhuis).
Une telle structure de´finit une structure complexe invariante a` gauche sur un groupe de Lie connexe
re´el d’alge`bre de Lie g. Rappelons que les alge`bres de Lie nilpotentes munies d’une structure complexe
sont entie`rement de´termine´es pour les dimensions infe´rieures ou e`gales a` 6 (voir [7] et [8]). Dans le cas
ge´ne´ral, le seul re´sultat concerne la classe des alge`bres de Lie filiformes. Rappelons qu’ une alge`bre de
Lie g est dite filiforme si son nilindice est maximal, c’est-a´-dire, s’il est e´gal a` dim(g)− 1.
Proposition 1 [5] Si g est une alge`bre de Lie filiforme de dimension paire alors elle n’admet pas de
structures complexes.
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Dans [5], on montre dans un premier temps la non-existence de structures complexes sur l’alge`bre de
Lie filiforme L2n (n ≥ 2) de´finie dans la base {X0, X1, . . . , X2n} par :
[X0, Xi] = Xi+1, 1 ≤ i ≤ 2n− 1,
[Xi, Xj] = 0, i, j 6= 0
On ge´ne´ralise ensuite ce re´sultat a` toute alge`bre de Lie filiforme g de dimension 2n en remarquant que
l’existence d’une structure complexe implique une de´composition en sous-alge`bres g = g1 ⊕ g2 ou` g1 et
g2 sont de dimension n. Une telle de´composition est impossible dans L2n et donc dans toute de´formation
de cette alge`bre. Comme toute alge`bre de Lie filiforme de dimension 2n est une de´formation de L2n, on
en de´duit le re´sultat.
Cette proposition a ensuite e´tait de´montre´e dans [2]. L’approche est tout a` fait diffe´rente et repose
sur la notion de structures complexes ge´ne´ralise´es. Nous allons utiliser cette approche pour examiner
l’existence de structures complexes sur d’autres classes d’alge`bres de Lie nilpotentes.
2 Structures complexes ge´ne´ralise´es sur une alge`bre de Lie
2.1 De´finition et lien avec les Structures Complexes
La notion de structure complexe est de´finie dans le cadre ge´ne´ral des varie´te´s diffe´rentiables. Dans
ce travail, nous allons nous inte´resser essentiellement au cas des structures complexes ge´ne´ralise´es inva-
riantes a` gauche sur un groupe de Lie. La de´finition est alors de nature purement alge´brique et s’exprime
uniquement en terme d’alge`bres de Lie. C’est dans ce cadre que nous allons rappeler cette de´finition.
Soit g une alge`bre de Lie re´elle de dimension 2n. Notons par g∗ l’espace vectoriel dual qui s’identifie a`
l’espace des formes diffe´rentielles de degre´ 1 invariantes a` gauche sur un groupe de Lie connexe d’alge`bre
de Lie g. Il existe donc sur g∗ une notion de diffe´rentielle exte´rieure. Par exemple, si α ∈ g∗, alors
dα ∈ Λ2(g∗) et est donne´e par dα(X,Y ) = −α[X,Y ] ou` [, ] est le crochet de g. Sur l’espace vectoriel
g⊕ g∗, on de´finit une multiplication, appele´e crochet de Courant, par :
[X + ξ, Y + η]c = [X,Y ] + LXη − LY ξ − 1
2
d(IXη − IY ξ).
pour tout X,Y ∈ g, ξ, η ∈ g∗ et IXη de´signe le produit inte´rieur de X sur η. Cette ope´ration est
antisyme´trique et ve´rifie l’identite´ de Jacobi (notons que dans le cadre ge´ne´ral des varie´te´s diffe´rentiables,
ce crochet se de´finit sur la somme du fibre´ tangent et du fibre´ exte´rieur, mais ce crochet ne ve´rifie pas
ne´cessairement l’identite´ de Jacobi). Ainsi g ⊕ g∗, muni du crochet de Courant, est une alge`bre de Lie
re´elle de dimension 4n. Cette alge`bre de Lie est une alge`bre de Lie quadratique. En effet il existe aussi
un produit scalaire donne´ par :
〈X + ξ, Y + η〉 = 1
2
(ξ(Y ) + η(X)).
De´finition 2 Soit g une alge`bre de Lie re´elle de dimension paire 2n. Une structure complexe ge´ne´ralise´e
sur g est un endomorphisme line´aire J de g⊕ g∗ tel que :
1. J 2 = −Id,
2
2. J est orthogonal pour le produit scalaire 〈 , 〉, c’est-a´-dire :
〈J (X + ξ),J (Y + η)〉 = 〈X + ξ, Y + η〉 ∀X,Y ∈ χ(M) ∀ξ, η ∈ χ∗(M),
3. Si L est l’espace propre de J correspondant a` la valeur propre +i, alors L doit eˆtre involutif par
rapport au crochet de Courant, c’est-a`-dire [L,L]c ⊂ L.
Remarquons que le produit scalaire est de signature (2n, 2n). La sous-alge`bre L de g⊕ g∗ est un espace
isotrope
〈X + ξ, Y + η〉 = 0
pour tout X + ξ, Y + η ∈ L. Comme il est de dimension 2n, il est maximal isotrope. Conside´rons sa
projection sur g. On notera par k la codimension de la projection de L sur g. Il est clair que
0 ≤ k ≤ n.
De´finition 3 Si k est la codimension de la projection de L sur g, on dit que la structure complexe
ge´ne´ralise´e J est de type k.
Exemples
1. Soit g une alge`bre de Lie re´elle de dimension 2n munie d’une structure complexe (classique) que
nous noterons J :
J : g→ g
et cette application ve´rifie
J2 = −Id
et la condition de Nijenhuis
N(J)(X,Y ) = 0
pour tout X,Y ∈ g. Cette structure permet de de´finir une structure complexe ge´ne´ralise´e
JJ : g⊕ g∗ → g⊕ g∗
en posant
JJ (X + ξ) = −J(X) + J∗(ξ) ∀X ∈ g ∀ξ ∈ g∗.
Il est facile de ve´rifier que J 2J = −Id et l’orthogonalite´ de JJ . Si on note par T+ et T− les espaces
propres de J associe´s aux valeurs propres +i et −i alors le +i-espace propre de JJ est :
L = T− ⊕ (T+)∗
On constate que l’involutivite´ de L par rapport au crochet de Courant est e´quivalente a` ce que T−
soit une sous-alge`bre de g. Cette structure ge´ne´ralise´e est donc de type n.
2. Soit g une alge`bre de Liere´elle de dimension 2n munie d’une forme symplectique ω, c’est-a`-dire
d’une forme de degre´ 2 antisyme´trique ve´rifiant
{
ωn = ω ∧ ω · · · ∧ ω 6= 0
dω(X,Y, Z) = ω([X,Y ], Z) + ω([Y, Z], X) + ω([Z,X ], Y ) = 0
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Une telle forme induit un isomorphisme, toujours note´ ω :
ω : g −→ g∗
par ω(X) = IXω. On de´finit alors la structure complexe ge´ne´ralise´e
Jω : g⊕ g∗ → g⊕ g∗
de la fac¸on suivante :
Jω(X + ξ) = ω(X) + ω−1(ξ) ∀X ∈ g ∀ξ ∈ g∗.
Il s’agit d’une structure complexe ge´ne´ralise´e du type 0 puisque son +i-espace propre est
L = {X − i IXω : X ∈ g⊗ C}.
Nous avons, ci-dessus, donner les deux cas extreˆmes de structures complexes ge´ne´ralise´es. En ge´ne´ral,
d’apre`s [6], toute structure complexe ge´ne´ralise´e du type k peut s’e´crire comme une somme directe d’une
structure complexe de dimension k et d’une structure symplectique de dimension 2n− 2k. On en de´duit
que toute structure de type 0 est de´finie a` partir d’une structure complexe sur g et que toute structure
de type n est donne´e par une forme symplectique sur g.
2.2 Approche Spinorielle
Soit T l’alge`bre tensorielle de g⊕ g∗ et I l’ideal engendre´ par les e´le´ments de la forme {X + ξ ⊗X +
ξ − 〈X + ξ,X + ξ〉.1 : X + ξ ∈ g⊕ g∗}. L’espace quotient C = T/I est l’alge`bre de Clifford de g⊕ g∗
associe´e au produit scalaire 〈 , 〉. Comme C est une alge`bre associative simple, toutes les repre´sentations
irre´ductibles de C sont e´quivalentes. Par de´finition, une repre´sentation spinorielle φ : C → EndR(S) est
une repre´sentation simple de C sur S et l’espace S est appele´ l’espace des spineurs.
Dore´navant, on conside´rera S = ∧g∗ avec la repre´sentation spinorielle de´finie par l’action de Clifford
suivante :
◦ : g⊕ g∗ × ∧g∗ → ∧g∗
(X + ξ, ρ) 7→ (X + ξ) ◦ ρ = iXρ+ ξ ∧ ρ.
Soit ρ ∈ ∧g∗ un spineur non-nul. On de´finit l’ensemble Lρ ⊂ g⊕ g∗ par :
Lρ = {X + ξ ∈ g⊕ g∗ : (X + ξ) ◦ ρ = 0}.
On constate que Lρ est un espace isotrope. On dit que ρ est un spineur pur si Lρ est maximal isotrope.
Re´ciproquement, si L est un espace maximal isotrope, on peut conside´rer l’ensemble UL des spineurs
purs ρ tels que L = Lρ. Dans la cas particulier ou` L est le +i-espace propre d’une structure complexe
ge´ne´ralise´e, on peut alors prouver que l’ensemble UL est une droite engendre´e par le spineur pur :
ρ = Ω eB+iω
ou` B,ω sont des 2-formes re´elles et Ω = θ1 ∧ · · · ∧ θk, ou` θ1, . . . , θk sont des formes complexes. De plus,
on de´duit de [1] (proposition III.2.3) que L ∩ L = {0} si et seulement si :
ω2n−2k ∧ Ω ∧ Ω 6= 0, (1)
L e´tant le +i-espace propre de la structure complexe ge´ne´ralise´e. Dans [6], on de´montre aussi que la
condition d’involutivite´ sur L est e´quivalente a` la condition d’inte´grabilite´ suivante :
∃X + ξ ∈ g⊕ g∗ / dρ = (X + ξ) ◦ ρ. (2)
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2.3 Cas des alge`bres de Lie nilpotentes
On conside`re une alge`bre de Lie re´elle nilpotente de dimension paire g. La suite centrale descendante
est donne´e par :
g0 = g,
gi =
[
gi−1, g
]
.
On note m l’indice de nilpotence de g. Dans g∗, on conside`re la suite croissante des sous-espaces Vi ou`
les Vi sont des annulateurs des g
i, c’est-a`-dire :
{
V0 = {0}
Vi =
{
ϕ ∈ g∗\ ϕ(X) = 0 , ∀X ∈ gi} .
Il est clair que Vm = g
∗. Notons la de´finition e´quivalente
Vi = {ϕ ∈ g∗\ IXdϕ ∈ Vi−1 , ∀X ∈ g} .
De´finition 4 Soit α une p-forme sur g. Le degre´ de nilpotence de α, note´ par nil(α), est le plus petit
entier i tel que α ∈ ∧pVi.
Supposons que g soit munie d’une structure complexe ge´ne´ralise´e du type k. On peut ordonner
les formes {θ1, . . . , θk} par leur degre´ de nilpotence et les choisir de fac¸on que {θj : nil(θj) > i} soient
line´airement inde´pendantes modulo Vi. On montre dans [2] qu’il existe une de´composition Ω = θ1∧· · ·∧θk
telle que :
a) nil(θi) ≤ nil(θj) si i < j,
b) pour chaque i, les formes {θj : nil(θj) > i} sont line´airement inde´pendantes modulo Vi.
Une telle de´composition sera dite approprie´e.
The´ore`me 1 Si g est une alge`bre de Lie nilpotente munie d’une structure complexe ge´ne´ralise´e, le
spineur pur ρ correspondant est une forme ferme´e.
On en de´duit
Corollaire 1 Si on choisit une de´composition approprie´e pour Ω, alors
a) dθi ∈ I({θj : nil(θj) < nil(θj)}). En particulier
dθi ∈ I(θ1 . . . θi−1).
b) Si dim(
Vj+1
Vj
) = 1 alors, ou bien il existe un θi de degre´ de nilpotence j ou bien il n’en n’existe pas
de degre´ j + 1.
Remarque. Suppposons qu’il existe un certain j > 0 a` partir duquel :
dim(
Vi+1
Vi
) = 1 ∀i ≥ j;
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S’il n’y a pas de θi de degre´ s ≥ j alors, en utilisant le re´sultat pre´ce´dent, on de´duit qu’il n’en n’existe pas
pour tous les degre´s supe´rieurs a` s. Ceci nous permet de donner une majoration des degre´s de nilpotence.
Du corollaire 1, on de´duit nil(θ1) = 1. Si j > 1, on a alors nil(θ2) ≤ j. En effet, dans le cas contraire
il n’existerait pas de θi de degre´ j et donc de degre´ supe´rieur ce qui nous me`nerait a` une contradiction
car nil(θ2) > j. Par induction, on peut e´galement de´montrer que nil(θi) ≤ j + i − 2. Si j = 1, par un
raisonnement analogue on obtient nil(θi) ≤ i.
The´ore`me 2 Soit g une alge`bre de Lie re´elle nilpotente de dimension 2n munie d’une structure complexe
ge´ne´ralise´e du type k > 1. S’il existe un entier j > 0 tel que :
dim(
Vi+1
Vi
) = 1 , ∀i ≥ j
alors k est majore´ par :
k ≤
{
2n− nil(g) + j − 2 si j > 1
2n− nil(g) si j = 1.
De´monstration. Supposons j > 1. D’apre`s la remarque pre´ce´dente, nil(θk) ≤ j + k − 2. Alors tous les
θ1 . . . θk appartiennent a` Vj+k−2. Comme Ω ∧ Ω 6= 0 , on a
dim Vj+k−2 ≥ 2k.
Par ailleurs, dim Vj+k−2 = 2n−dim ( g
∗
Vj+k−2
) et de plus
g∗
Vj+k−2
≃ Vnil(g)
Vnil(g)−1
⊕ · · · ⊕ Vj+k−1
Vj+k−2
,
donc la dimension de Vj+k−2 est e´gale a` 2n−nil(g)+j+k−2. En remplac¸ant dans l’ine´quation ci-dessus,
on obtient finalement :
k ≤ 2n− nil(g) + j − 2.
Pour j = 1, on proce`de de la meˆme fac¸on en prenant nil(θk) ≤ k.
Remarque : Application au cas filiforme. Si g est filiforme, ce the´ore`me permet de retrouver le
re´sultat de [5]. En effet m = 2n− 1, j = 1 et donc k < 2. Il n’existe donc pas de structure de type n sauf
si n = 1 mais dans ce cas l’alge`bre est abe´lienne. Nous allons maintenant regarder le cas quasi-filiforme
donne´ par m = 2n− 2.
3 Etude des structures complexes sur les alge`bres quasi-filiformes
3.1 Classification des alge`bres quasi-filiformes gradue´es
Soit g une alge`bre de Lie nilpotente de nilindice m. Elle est naturellement filtre´e par la suite centrale
descendante :
g0 = g ⊃ g1 ⊃ g2 ⊃ · · · ⊃ gk ⊃ · · · ⊃ gm = {0} .
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On peut alors associer une alge`bre de Lie gradue´e, note´e gr(g), et de´finie par :
grg =
m∑
i=1
gi−1
gi
=
m∑
i=1
Wi
dont le crochet est donne´ par :
[X + gi, Y + gj] = [X,Y ] + gi+j , ∀X ∈ gi−1 , ∀Y ∈ gj−1.
Cette alge`bre est appele´e la gradue´e de g. Lorsque g est isomorphe a` grg, g est dite gradue´e naturellement.
On dit que g est une alge`bre de la forme {p1, . . . , pm} si dimWi = pi. Remarquons que gr(g) est de la
meˆme forme que g.
Une alge`bre de Lie nilpotente est filiforme si et seulement si elle est de la forme {2, 1, 1, . . . , 1}. On en
de´duit que l’alge`bre gradue´e d’une alge`bre filiforme est aussi filiforme.
De´finition 5 Soit g une alge`bre de Lie nilpotente , on dit que g est quasi-filiforme si son nil´ındice m
est dimg− 2.
Si g est quasi-filiforme, il existe deux possibilite´s :
1. Soit g est de la forme t1 = {p1 = 3, p2 = 1, p3 = 1, . . . , pm = 1}.
2. Soit g est de la forme tr = {p1 = 2, p2 = 1, . . . , pr−1 = 1, pr = 2, pr+1 = 1, . . . , pm = 1} ou`
r ∈ {2, . . . ,m}.
Proposition 2 Soit g une alge`bre de Lie quasi-filiforme gradue´e naturellement de dimension 2n et de
la forme tr ou` r ∈ {1, . . . , 2n− 2}. Il existe alors une base homoge`ne {X0, X1, X2, . . . , X2n−1} de g avec
X0 et X1 dans W1, Xi ∈Wi pour i ∈ {2, . . . , 2n− 2} et X2n−1 ∈Wr dans laquelle g est une des alge`bres
de´crites ci-dessous.
1. Si g est de la forme t1
L2n−1 ⊕ R (n ≥ 2)
[X0, Xi] = Xi+1, 1 ≤ i ≤ 2n− 3.
2. Si g est de la forme tr ou` r ∈ {2, . . . , 2n− 2}
(a) L2n,r; n ≥ 3, r impair, 3 ≤ r ≤ 2n− 3
[X0, Xi] = Xi+1, i = 1, . . . , 2n− 3
[Xi, Xr−i] = (−1)i−1X2n−1, i = 1, . . . , r−12
(b) T2n,2n−3; n ≥ 3
[X0, Xi] = Xi+1, i = 1, . . . , 2n− 4
[X0, X2n−1] = X2n−2,
[Xi, X2n−3−i] = (−1)i−1X2n−1, i = 1, . . . , n− 2
[Xi, X2n−2−i] = (−1)i−1(n− 1− i)X2n−2, i = 1, . . . , n− 2
(c) N6,3
[X0, Xi] = Xi+1, i = 1, 2, 3
[X1, X2] = X5,
[X1, X5] = X4,
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Les crochets non e´crits e´tants nuls, excepte´s ceux qui de´coulent de l’antisyme´trie.
Pour obtenir cette classification, il suffit de reprendre celle qui a e´te´ faite dans cas complexe [4] et [3].
Par exemple, si g est une alge`bre quasi-filiforme de la forme t3 et de dimension 6, il existe une base
{X0, X1, . . . , X5} telle que
[X0, Xi] = Xi+1, i = 1, 2, 3,
[X1, X3] = bX4,
[X1, X2] = bX3 −X5,
[X5, X1] = aX4.
Quand a = b = 0, g est isomorphe a` l’alge`bre L6,3. Dans le cas contraire, on conside`re le changement de
bases
Y0 = αX0, Y1 = βX1 +X0, Y2 = αβX2, Y3 = α
2βX3, Y4 = α
3βX4, Y5 = −αβ2X5
avec β =


− 1
b−
√
|a|
si b 6=
√
|a|
− 1
2
√
|a|
si b =
√
|a| et α = bβ + 1. Les crochets sont alors donne´s par
[Y0, Yi] = Yi+1, i = 1, 2, 3,
[Y1, Y3] = Y4,
[Y1, Y2] = Y3 + Y5,
[Y5, Y1] = δY4, δ = ±1.
En faisant un deuxie`me changement de base, on voit que g correspond aux alge´bres T6,3 pour δ = 1 et
N6,3 pour δ = −1. Notons que dans le cas complexe, les alge`bres T6,3 et N6,3 sont isomorphes. Au dela`
de la dimension 6, le proce´de´ de construction dans le cas complexe donne la classification re´elle.
Corollaire 2 Soit g une alge`bre de Lie quasi-filiforme de dimension 2n . Il existe une base {X0, X1, X2, . . . , X2n−1}
de g telle que :
1. Si grg ≃ L2n−1 ⊕ R (n ≥ 2),
[X0, Xi] = Xi+1, 1 ≤ i ≤ 2n− 3,
[Xi, Xj] =
∑2n−2
k=i+j+1 C
k
i,jXk, 1 ≤ i < j ≤ 2n− 3− i,
[Xi, X2n−1] =
∑2n−2
k=i+2 C
k
i,2n−1Xk, 1 ≤ i ≤ 2n− 4,
2. Si grg ≃ L2n,r n ≥ 3, r impair, 3 ≤ r ≤ 2n− 3,
[X0, Xi] = Xi+1, i = 1, . . . , 2n− 3
[X0, X2n−1] =
∑2n−2
k=r+2 C
k
0,2n−1Xk,
[Xi, Xj ] =
∑2n−1
k=i+j+1 C
k
i,jXk, 1 ≤ i < j ≤ r − i − 1,
[Xi, Xj ] =
∑2n−2
k=i+j+1 C
k
i,jXk, 1 ≤ i < j ≤ 2n− 3− i, r < i+ j,
[Xi, X2n−1] =
∑2n−2
k=r+i+1 C
k
i,2n−1Xk, 1 ≤ i ≤ 2n− 3− r,
[X1, Xr−1] = X2n−1,
[Xi, Xr−i] = (−1)(i−1)X2n−1 +
∑2n−2
k=r+1 C
k
i,r−iXk, 2 ≤ i ≤ r−12 ,
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3. Si grg ≃ T2n,2n−3 n ≥ 3,
[X0, Xi] = Xi+1, i = 1, . . . , 2n− 4
[X0, X2n−1] = X2n−2,
[Xi, Xj ] =
∑2n−1
k=i+j+1 C
k
i,jXk, 1 ≤ i < j ≤ 2n− 4− i,
[X1, X2n−4] = X2n−1,
[Xi, X2n−3−i] = (−1)(i−1)X2n−1 + C2n−2i,2n−3−iX2n−2, 2 ≤ i ≤ n− 2,
4. Si grg ≃ N6,3 alors g ≃ N6,3,
[X0, Xi] = Xi+1, i = 1, 2, 3
[X1, X2] = X5,
[X1, X5] = X4.
La base {X0, X1, X2, . . . , X2n−1} ainsi de´finie est appele´e base adapte´e de g.
3.2 Structures complexes sur les alge`bres de Lie quasi-filiformes
Dans cette partie, nous allons chercher les alge`bres de Lie quasi-filiformes qui posse`dent une structure
complexe et donc une structure complexe gene´ralise´e du type k = n. Si g est de la forme t1, le the´ore`me
2 implique k = n = 2. L’alge`bre g est alors isomorphe a` L3 ⊕R. On ve´rifie que cette alge`bre admet une
structure complexe associe´e au spineur
Ω = (ω0 + iω1) ∧ (ω2 + iω3)
{ω0, ω1, ω2, ω3} e´tant la base duale de la base homoge`ne {X0, X1, X2, X3} de la prposition 2. Supposons
que g soit une alge`bre quasi-filiforme de la forme tr avec r ≥ 3. D ’apre`s le the´ore`me 2, n = k ≤ r.
Lemme 1 Soit une g une alge`bre quasi-filiforme de la forme tr avec r ≥ 3 admettant une structure com-
plexe ge´ne´ralise´e de type k. On peut alors trouver des formes θ1 . . . θk associe´es a` la structure complexe
generalise´e ve´rifiant l’une des deux conditions :
nil(θ1) = 1, nil(θ2) = r, nil(θ3) = r + 1 . . .nil(θk) = r + k − 2
ou
nil(θ1) = 1, nil(θ2) = r, nil(θ3) = r . . .nil(θk) = r + k − 3
Dans ce dernier cas, on a k < r.
De´monstration. Conside´rons une de´composition approprie´e {θ1 . . . θk}. On de´duit du corollaire ( 1) que
nil(θ1) = 1 et nil(θ2) ∈ {1, 2, r}. La condition 1 impose alors nil(θ2) = r car dimV1 = 1 et dimV2 = 3. Le
corollaire ( 1) implique alors :
nil(θi−1) ≤ nil(θi) ≤ r + i− 2 i = 3, . . . , k
Il y a donc deux valeurs possibles pour nil(θ3) :
1. nil(θ3) = r + 1
Supposons que nil(θ4) = nil(θ3) = r+1, les formes θ4 et θ3 appartiennent alors a` Vr+1 et puisqu’elles
sont inde´pendantes modulo Vr, on a dim(
Vr+1
Vr
) ≥ 2 ou` dim(Vr+1
Vr
) = 1. On en de´duit que nil(θ4) =
r + 2. Ainsi, on peut de´montrer que
nil(θi) = r + i− 2, pour i = 3, . . . , k.
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2. nil(θ3) = r
De fac¸on analogue, on montre que nil(θi) = r + i− 3 pour i = 3, . . . , k. Dans ce cas, on remarque
que, si k = r, le nilindice de θr est e´gal a` 2r − 3 et alors dimV2r−3 ≥ 2r. Ceci est impossible car
dimV2r−3 = 2r − 1. Ainsi k < r.
Exemple.Conside´rons une alge`bre quasi-filiforme g de dimension 6 de´finie dans la base {X0, X1, . . . , X5}
par :
[X0, Xi] = Xi+1, i = 1, 2, 3,
[X1, X2] = X5,
[X1, X5] = δX4, δ ∈ {0, 1,−1}.
Supposons que g admet une structure complexe, on peut lui associer une structure complexe ge´ne´ralise´e
du type k = 3 et un spineur :
Ω = θ1 ∧ θ2 ∧ θ3,
θ1, θ2 et θ3 e´tant des formes complexes. Notons que cette alge`bre est de la forme t3 et d’apre`s le lemme
pre´ce´dent les nilindices correspondants sont :
nil(θ1) = 1, nil(θ2) = 3, nil(θ3) = 4.
Les formes complexes θ1, θ2 et θ3 peuvent donc s’e´crire de la fac¸on suivante :
θ1 = λ0ω0 + λ1ω1,
θ2 = β0ω0 + β1ω1 + β2ω2 + β3ω3 + β5ω5,
θ3 = γ0ω0 + γ1ω1 + γ2ω2 + γ3ω3 + γ4ω4 + γ5ω5
ou` λi, βi, γi ∈ C, γ4 non-nul et β3, β5 ne s’annulant pas simultane´ment. De plus, la condition θ1∧ θ1 6= 0,
est e´quivalente a` ce que la partie imaginaire de λ0λ1 soit non-nulle. Le corollaire ( 1) implique :


β5λ0 − β3λ1 = 0
−γ3β3λ1 + γ4β2λ1 + γ5β3λ0 = 0
γ4(β5λ1 + δβ3λ0) = 0
−γ3β5λ1 − δγ4β2λ0 + γ5β5λ0 = 0
Des premie`re et troisie`me e´quations, on de´duit :
λ21 + δλ
2
0 = 0
Pour δ = 0, ceci nous me`ne a` une contradiction avec θ1 ∧ θ1 6= 0. Si δ = −1, on obtient λ1 = ±λ0 et
comme le spineur est de´fini a` une constante de multiplication pre`s, on peut prendre θ1 = ω0 ± ω1 ce qui
contredit aussi θ1 ∧ θ1 6= 0. Finalement, quand δ = 1, le spineur Ω = (ω0 + iω1)∧ (ω3 + iω5)∧ (ω2 + iω4)
est associe´ a` une structure complexe de g. Ainsi l’alge`bre de Lie g admet une structure complexe si et
seulement si δ = 1.
The´ore`me 3 Soit g une alge`bre de Lie re´elle quasi-filiforme admettant une structure complexe. Elle est
alors isomorphe ou bien a` l’alge`bre de dimension 4, L3 ⊕ R, ou bien a` l’alge`bre de dimension 6, n6,3.
De´monstration. Soit g une alge`bre re´elle quasi-filiforme et de dimension 2n de la forme tr ou` r ∈
{1, 3, . . . , 2n− 3}. Supposons que g posse`de une structure complexe, on peut lui faire correspondre une
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structure complexe ge´ne´ralise´e du type k = n.
Pour r = 1, nous avons vu que g est isomorphe a` L3 ⊕ R et que cette alge`bre posse`de une structure
complexe. Dore´navant, on supposera r ∈ {3, . . . , 2n− 3}. En appliquant le the´ore`me 2 et l’ine´galite´ :
nil(θk) = nil(θn) ≤ nil(g)
a` chacune des possibilite´s du lemme 1, il en re´sulte que :
1. Si nil(θ3) = r + 1 alors nil(θk) = r + k − 2 et donc :
n = k ≤ r ≤ n ⇒ r = n.
2. Si nil(θ3) = r alors nil(θk) = r + k − 3 et de plus dans ce cas k < r, donc :
n = k < r ≤ n+ 1 ⇒ r = n+ 1.
Par ailleurs, l’alge`bre gradue´e gr(g) doit eˆtre isomorphe a` l’une des alge`bres de la proposition 2. Ainsi
on obtient les cas suivants :
1. gr(g) ∼ L2n,r; n ≥ 3, r impair, 3 ≤ r ≤ 2n− 3.
(a) Quand nil(θ3) = r + 1 alors gr(g) ∼ L2n,n avec n ≥ 3 impair.
Notons que pour n = 3, on retrouve l’alge`bre de l’exemple 3.2 avec δ = 0 qui ne posse´dait
pas de structures complexes. Supposons n > 3. Si {X0, X1, . . . , X2n−1} est une base adapte´e
de g,et si {ω0, ω1, . . . , ω2n−1} est la base duale, alors
θ1 = λ
0
1ω0 + λ
1
1ω1,
θ2 =
∑n
k=0 λ
k
2ωk + λ
2n−1
2 ω2n−1.
Comme θ1∧dθ2 = 0, en regroupant les termes ω0∧ω1∧ωn−1, ω0∧ω2∧ωn−2 et ω0∧ω3∧ωn−3
dans θ1 ∧ dθ2 on de´duit que
λn2 = λ
2n−1
2 = 0.
Ceci est impossible car nil(θ2) = n. Il n’existe pas dans ce cas de structures complexes, sauf
si n = 3.
(b) Supposons nil(θ3) = r alors gr(g) ∼ L2n,n+1 avec n ≥ 4 pair. On peut e´crire θ1 et θ2 de la
fac¸on suivante :
θ1 = λ
0
1ω0 + λ
1
1ω1,
θ2 =
∑n+1
k=0 λ
k
2ωk + λ
2n−1
2 ω2n−1.
ou` {ω0, ω1, . . . , ω2n−1} est la base duale d’une base adapte´e de g. Comme θ1 ∧ dθ2 = 0 les
coefficients correspondants aux termes ω0 ∧ ω1 ∧ ωn et ω0 ∧ ω2 ∧ ωn−1, donnent :
{
λ01λ
2n−1
2 − λ11λn+12 = 0
λ11λ
2n−1
2 = 0
Comme θ1 ∧ θ1 6= 0, on de´duit que λn+12 = λ2n−12 = 0 ce qui contredit nil(θ2) = n+ 1.
2. gr(g) ∼ T2n,2n−3; n ≥ 3
(a) Quand nil(θ3) = r+1 alors gr(g) ∼ T6,3. Dans ce cas g est isomorphe a` l’alge`bre de l’exemple
3.2 avec δ = −1 qui ne posse`de pas de structures complexes.
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(b) Quand nil(θ3) = r, gr(g) ∼ T8,5 et il existe une base adpate´e {X0, X1, . . . , X7}de g dont les
crochets ve´rifient :
[X0, Xi] = Xi+1, i = 1, . . . , 4
[X0, X7] = X6,
[X1, Xi] =
∑7
k=i+2 C
k
1,iXk, i = 2, 3
[X1, X4] = X7,
[X1, X5] = 2X6,
[X2, X4] = −X6,
Dans la base duale {ω0, ω1, . . . , ω7}, on peut e´crire θ1, θ2 et θ3 de la fac¸on suivante :
θ1 = λ
0
1ω0 + λ
1
1ω1,
θ2 =
∑5
k=0 λ
k
2ωk + λ
7
2ω7,
θ3 =
∑5
k=0 λ
k
3ωk + λ
7
3ω7.
D’apre`s le corollaire 1, θ1 ∧ dθ2 = 0 et θ1 ∧ dθ3 = 0. Ainsi :{
λ01λ
7
2 − λ11λ52 = 0
λ01λ
7
3 − λ11λ53 = 0
En supposant λ11 = λ
7
2 = λ
7
3 = 1, on obtient λ
0
1 = λ
5
2 = λ
5
3, ce qui contredit le choix de θ2 et
θ3 puisqu’ils sont inde´pendants modulo V4.
3. gr(g) ∼ n6,3. g est isomorphe a` l’alge`bre n6,3, l’alge`bre de l’exemple 3.2 avec δ = 1 qui admet une
structure complexe.
Dans [8], l’alge`bre n6,3 est de´finie dans la base {X1, . . . , X6} par :
[X1, X2] = X3, [X1, X3] = X4, [X1, X4] = X6,
[X2, X3] = −X5, [X2, X5] = −X6.
Parmi la classification de Salamon, il s’agit de la seule alge`bre de Lie de dimension 6, quasi-filiforme qui
posse`de une structure complexe.
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